












Siano I un intervallo, x0 ∈ I e sia data una funzione f : I → R. Diremo
che f e` derivabile in x0 nel senso di Carathe´odory se e solo se esiste una
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Siano I un intervallo, x0 ∈ I e sia data una funzione f : I → R. Diremo
che f e` derivabile in x0 nel senso di Carathe´odory se e solo se esiste una
funzione ϕ : I → R, continua in x0 tale che:
f(x) = f(x0) + ϕ(x) (x− x0) .
Il numero reale ϕ(x0) e` detto derivata prima di f in x0 e viene indicato
con f ′(x0).
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Per ipotesi ϕ(x) e` continua ed il suo limite per x → x0 e` per definizione




Viceversa supponiamo che f(x) sia Cauchy-derivabile e dimostriamo che
f(x) e` Carathe´odory derivabile.
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da cui segue f(x) = f(x0) + ϕ(x) (x− x0) .
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da cui segue f(x) = f(x0) + ϕ(x) (x− x0) . L’ipotesi di derivabilita` sec-
ondo Cauchy assicura l’esistenza del limite per x→ x0 di ϕ(x) e questo
assicura a sua volta la continuita` in x0 di ϕ(x) e quindi la tesi.
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Derivata della funzione composta
Sia g : I → R una funzione derivabile in x0 ∈ I e sia f : J → R una fun-
zione derivabile in z0 = g(x0).Allora la funzione composta (f ◦ g)(x) = f(g(x))
e` ben definita in un intorno di x0 e la sua derivata in x0 vale:
(f ◦ g)′(x0) = f ′(g(x0)) g′(x0)
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Sia g : I → R una funzione derivabile in x0 ∈ I e sia f : J → R una fun-
zione derivabile in z0 = g(x0).Allora la funzione composta (f ◦ g)(x) = f(g(x))
e` ben definita in un intorno di x0 e la sua derivata in x0 vale:
(f ◦ g)′(x0) = f ′(g(x0)) g′(x0)
Dimostrazione.
Per la derivabilita` di f in z0 = g(x0) e quella di g in x0 possiamo scrivere:
g(x)− g(x0) = ϕ1(x) (x− x0) , ϕ1(x0) = g′(x0)
f(z)− f(z0) = ϕ2(z) (z − z0) , ϕ2(z0) = f ′(z0)
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Derivata della funzione composta
Sia g : I → R una funzione derivabile in x0 ∈ I e sia f : J → R una fun-
zione derivabile in z0 = g(x0).Allora la funzione composta (f ◦ g)(x) = f(g(x))
e` ben definita in un intorno di x0 e la sua derivata in x0 vale:
(f ◦ g)′(x0) = f ′(g(x0)) g′(x0)
Dimostrazione.
Per la derivabilita` di f in z0 = g(x0) e quella di g in x0 possiamo scrivere:
g(x)− g(x0) = ϕ1(x) (x− x0) , ϕ1(x0) = g′(x0)
f(z)− f(z0) = ϕ2(z) (z − z0) , ϕ2(z0) = f ′(z0)
Sostituendo la prima equazione nella seconda, posto z − z0 = g(x)− g(x0)
abbiamo:
f(g(x))− f(g(x0)) = ϕ2(g(x)) (g(x)− g(x0)) = ϕ2(g(x))ϕ1(x) (x− x0)
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ϕ(x) = ϕ2(g(x))ϕ1(x) e` funzione continua in x0 e vale:
ϕ(x0) = ϕ2(g(x0))ϕ1(x0) = f
′(g(x0)) g′(x0)




Potenza con esponente reale e sua derivata
xα := eα lnx con x > 0
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xα := eα lnx con x > 0
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xα := eα lnx con x > 0





xx = ex lnx =⇒ D(xx) = D(x lnx)xx
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Potenza con esponente reale e sua derivata
xα := eα lnx con x > 0





xx = ex lnx =⇒ D(xx) = D(x lnx)xx
D(xx) = (1 + lnx)xx
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Derivata della funzione inversa
Sia f : I → f(I) invertibile, I intervallo reale, f derivabile in x0 ∈ I e f ′(x0) 6= 0
allora la funzione inversa
f−1 : f(I)→ I
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Dimostrazione. Per ipotesi esiste ϕ(x), continua in x0, tale che
f(x)− f(x0) = ϕ(x)(x− x0)
e che ϕ(x0) = f
′(x0). Dobbiamo provare che f−1(y) e` derivabile in y0 = f(x0).
Poniamo x = f−1(y), x0 = f−1(y0) e, quindi y = f(x) e y0 = f(x0). Cos`ı la
relazione di Carathe´odory si scrive come:














= ϕ (x0) = f
′(x0) 6= 0
quindi per il teorema della permanenza del segno esiste un intorno V0 di y0
tale per cui si ha ϕ
(
f−1(y)





(y − y0) .
La dimostrazione e` conclusa, osservato che, per la continuita` della funzione











































































Se f(x) = ex, x > 0 l’inversa g(y) e` la funzione logaritmo:
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Derivata di arcsin y



































































































x ∈ [0, pi]














































1 + tan2 x
=
1
1 + y2
